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SERIES A TERMES POSITIFS (F TD 3)



Enonce:

On consideére les séries de terme général :

(n(n1+1)>n>1’ ((zm — 1)1(4n + 3)>n>o’ (3“7;1)2)n>0'

Pour chacune d’elles,
m déterminer la suite (Sp), des sommes partielles
m en déduire leur nature et leur somme éventuellement.




EX 1

i) on considére la série de terme général

o1 1
"“n(n+1) n n+1

La somme partielle s’écrit :

n=1 n=1 n=1 n=1
N N-+1
3 1 N,
f~n <=n N +1
Donc
lim Sy =
N—+oco




EX 1

ii) on considére la série de terme général

e 1 _1{ 1T }
" (wn—1)n+3) 4lan—1 an+3f

La somme partielle s’écrit :

N N
1 1 1
S: Un = — —
" Z_:” a{z_:an—1 4n+3}
n=1 n=1
B o N O B N o I
4 \Auen—1 —=an—1f 413 4N+3
Donc
. 1
lim SN:f
N— o0 12

La série converge : > Up < +00




EX 1

iii) on considére la série de terme général

3"+ (—2)”.

Un = 7”

La somme partielle s'écrit :

w g 20+ (3)

n=o0
1— (3/7)N+1 1— (_2/7)N+1
- 1-(3/7) 14 (2/7)
Donc
. 7 7 N
lim Sy=2+%L=2=
N N = LT T 36




Enonce :

On considére la série de terme général :

an
(o) sy € 101-9)

1) Ecrire les sommes partielles et en déduire que ces séries

convergent.
2) Dans le cas ol pour tout n € N*, a, = m avec
m € {0,1,---,9}, calculer la somme de la série.




)

1) Les sommes partielles s’écrivent :

la suite Sy est croissante et majorée : elle converge.
2) Si pour tout n € N*, a, = m alors

1—10 N
Sn=m(———1) >S5S
1—10"1




EX3

Enonce

On considére la série de terme général :

3”

Un

1) Montrer que cette série est convergente.

2) Montrer que pourtoutn e N,o <u, <5 ".

3) Montrer que pour toutp e NJo <R, <4 '57P.

4) En déduire une valeur approchée de la somme S de cette
série avec une erreur absolue inférieur a 1073.




EX3

1) On a la majoration :

3 n
Up < (42)
et en écrivant les sommes partielles on a:
" " S\ N
3\" 1- (F) 16

on a donc que Sy est une suite croissante et majorée :
elle converge
2) D’aprés la majoration précédente, on a

3\"_(1\"_ .-
ws (@) =) -5




EX3

3) D'aprés le cours on a

Rp — f: Up < i 5—P — 5_(P+1) ZS_” =

n=p-+1 n=p+1 neN

-p
5 137
4) On cherche p tel que : R, < 1073 une condition suffisante est
que 5 P/4 <1073 ce qui donne :

—In(4-1073 2
M:3+7>3

p= Ing In5

Donc si p > 4 cette condition est satisfaite et on obtient que

= ——————— = 0.7193161744856774

4
99273987473

S~ Up =
r;) " 138011615746




EX 4

Enoncé

Soit " u, une série a termes positifs convergente.
Montrer que les séries de terme général :

m D up,
m D> In(1+up)
convergent aussi.

Indice
utiliser critére nécessaire pour une série convergente c-a-d :

E Upcvg = lim up =0
n—oo
et par ex. du dm u, bornée.



1) D’abord on va montrer que la suite u, est bornée :
» Comme la série > u, est convergente, une condition
nécessaire est que
lim u, =0

n—oo

donc a partir d’'un certain rang, u, est bornée :

’VE<1, dn. ; Vn>n, — \un|§5‘

ce qui implique que 0 < u, < & < 1a partir de n..
» Comme la suite (Up)nen €St dans R, il existe m tel que :

m = max u”
nefo,...,n.}

» On adonc que

vneN, 0<u,<max(m,1) =M




2) Pour " u?, on a ensuite 'estimation
n

N N
Sy = U2 < max U U, <M Up < 00

n=0

On a a nouveau Sy suite croissante majoreée : elle converge




EX 4

3) Pour > In(1+ up), on a déja que
In(1+X) = X+ xe(x) < [XI(1+ [s(X)])

avec limyx 0 &(x) = 0, on a donc a partir d’'un certain rang
que

In(1+ un) < un(1+ |e(un)]) < 2up
pour n > ns ou
Vo >0dns; n>hns — Uy <6
D'ou finalement :
N
Ty =Y In(1+up) < Z In(14-un)+ Z 2Up < C+2) U < 00
n=o n=ngs+1

et on a les mémes conclusions.




Enonce

Soit un reel @ > 1. On considére la série de terme géenéral e

1) Montrer que pour o > 1 et pour tout n € N* :

L [ 1 1 }> 1
n® " a—1ln>=1 (n+1)o" (n+1)

P .. . . 1
2) En déduire que pour o > 1, la série de terme général na
converge,
3) Donner un équivalent du reste Rp.



EX5

1) On a par le théoréme des valeurs intermédiaires :

n+1 4 1
che[n,n+1];/ TdeZ*
n X

Ch

et pour a > 0, la fonction x~ est monotone décroissante
sur R™. Onadonc:

1 1 1
I G G
(n+1)> ~ ¢c* ~ n~

mais on a aussi que si a # 1,

/n+11dx— 1 1 1
n X a—1]net (04 1)e

pour « > 10n a donc bien le résultat.




EX5

2) Pour la somme partielle Sy = >-N_ n=*, on a donc

N

1
S —1<
1S —— 1)

N

n=1

1
noc—1

1

N-+1

1 1
-2 <
— na—1 a—1

a nouveau, Sy est croissante et majorée : elle converge
3) Par le méme raisonnement, on peut écrire :

1

1 1

—@ 1
R =Y s

a—1
n=p

{ pa—‘] B

(N +1)a-1

b<

o — 1pa—1

a p fixé RQ’ est une suite croissante et majorée donc elle

converge et on a

Rp <

1

a—1 pozf‘l

1




EX5

4) Par ailleurs on a

1 [ 1 1 }< 1
a—1Lne=1  (n41)a e

que 'on somme a partir de p + 1 et qui donne ;

a1—1((p+11)a (N+1)a 1) Z*

n=p+1

On a donc pour tout N > p,

1 1 B 1 cRoc 11
a—1\(p+1) (N+1)921) = P~ qg—qpa

ce qui montre 'équivalence

Rp ~1/((p +1)*(a = 1)) ~1/(p*(ev = 1))




Enoncé

Etudier, en utilisant des majorations ou des minorations, les
séries de terme général :

1 " ( 1 )
n
(nz—%1>n207 ( )”21’ 1+1/24+1/34---+1/n/n>1

n?+2n+3 1 D
PERIIY  (aat ) ()
<n3 4+ 4n? + ’I)nzo (\/> n( u n2 ))”21 n>1

3"+n




EX 6

1) Les sommes partielles s'écrivent :

Donc Sy croissante et majorée : elle converge.
2) On minore le terme général u, :== n":

Up =exp(nlnn) > exp(lnn) >n, Vn>1

ainsi les sommes partielles s'écrivent :

N N
N(N + 1
sv= Y up >y n=TEED S
n=0 n=1

comme le terme de droite tend vers Uinfini. > u, diverge.




EX 6

3) Grace a la majoration :

1
—— <In(n+1)—Inn<
n—+1

=R

on montre comme dans la feuille de TD 2, que

n

sn:Z%NInn

p=1
ce qui montre que

Up = ! ! =V
" s, n(n) "

Et par le Corollaire 3.2.20 du cours on sait que

> vq diverge <= > " u, diverge .



EX 6

4) Le terme général

J _(n2+2n+3) 1—-v
" A\m 4 4n2 £1 n_ "

la série Y vy, diverge donc il en est de méme pour 3, up.

5) De méme,
vn
n2

up == (Vnin(1+ %)) ~

donc la série >_ u, converge

6) Et aussi:
an 2\"
<3” +n> b <3>

et donc la série Y u, converge.




Soit
m (ap) une suite positive
m la suite (b,) définie par

a
bn = n
1+ap,

montrer que >_ a, et > b, sont de méme nature.




EX7

1) On suppose que >_ap < oo, 0N A

a
OSan: n San
1+ap

ce qui implique que

N
Sy ::Zb,, <Zan <00

n
ce qui veut dire que Sy est croissante et majorée : donc elle
converge i.e.

Z bn < 0

n

et par contraposee : >_ b, diverge = > a, diverge




EX7

2) On suppose maintenant que 3" b, < oo (3 b, converge).
CN de convergence :

1
Ve <

<5 dn.; Vn>n, — b, <e

ce qui donne
Vn < ng, ap, <e(1+an)

ce qui est éequivalent a

1
Vn < n., 50” <(1—-¢)ap<e

donc a, — 0 quand n — oc.



EX7

2) (suite) Comme a, — 0 quand n — oo, donc a, est bornée :
M >o0; Vna, <M

donc on a aussi la majoration

an

Vn >0 <b
> T

doncsi }_ by, finie alors 3 a, est finie. En effet :

SN_Zan_ (14+ M) an<2bn<oo

N=ngo N=ng

donc Sy converge par les mémes arguments que
précédemment.




3) Par contraposée on a aussi que :
» > b, diverge — > a, diverge
» > a,diverge = > b, diverge.
On a donc bien

>~ an ety b, de méme nature




Enoncé

On considére la suite

1 1
Up:=14+—=++—=—2Vn.
2 n

V2 Vi

1. étudier la nature de la série Z(un — Un_1),

2. en déduire la nature de la suite (up).




Ex 8

On écrit la différence :

Un = Un_+ =2 (VA—1— /) + =

vn
n—1-n 1
~2( =) *
—2 1 Vn—1+yn-2yn
\/rJrf N \f(\/nTJrf)
n—1—n

(Wﬁﬁ+¢®\ﬁ (Wﬁﬁ+¢®xﬁ

on a donc que
1

Up — Upq ~ ——=
n n-—1 n3/2

on a donc

‘ > (un — up—q) converge ‘




Ex 8

On a donc que

N—+oo
mais
N
Sy = (Un — Un—1) = Uy — Uy
n=2
donc

| un converge vers [ := S + u

et ceci montre que
T
. =q
lim =P=VP
N—oco 2\/N

=1

> pe ﬁ se comporte comme 2+/n quand n est grand




EX9

Enonceé

Déterminer la nature des séries de terme général :

n+Inn .. nnn ; 1
— ) ———, il A>0), iv
VN +n3’ )(Inn)"’ e ( ), W) 1+

2

v) (”Si"%)n, Vi) VAZ £ — Im3 11, vii)277 —1(8 > 0),

i)

:\—\

1, . 1
viii) Inn-|In cosﬁy, ix) (a— 5)2”, (a e R)

X) In(;—a) _ In(sin %) (a > 0).



EX9

i) siup:= \”/ifrn'; alors

la série converge

i) siu, = (Inn alors

un =exp ((Inn)®> —Ininn)

A partir d’un certain nq

InlInn <Inn < 2(Inn)

et donc
up > exp((Inn)?/2) — co

et on ne satisfait donc pas la CN pour que la série diverge.




EX9

i) Si u, = exp(—n*), on a déja vu que
VR>03C, =k ; Vx>0 = exp(—x) < CpxF
et donc
exp(—n*) < Cen "
il suffit ensuite de chosir k tq Ak > 1 pour que > up
converge.

iv) siu,:= w%l alors
n

n—oo

> up diverge



EX9

2
V) Up = (nsin )", alors

un = exp (n*In(nsin(1/n))) = exp <n2 n (1 - 3'17 - 0(1/,14)))

)
(- 0(3)

on a donc que

im up = exp(—1/6) # 0

donc la série diverge.




EX9

Vi) Up :=+vn?2+1—+/n3+1,alors
- 1, 1

Up=n 1+ﬁ_ 1+E
1 1 1

= [fi 1+ﬁ+ﬁ€ F

o

on a donc que

donc la série diverge.



vii) siu, ;=277 —1avec (3 > 0), alors

B In2 _In2 1
Un—eXp n7 —1—n7+0 ﬁ

on a donc que

U In2
nNn7

donc la série diverge si 3 < 1 et converge sinon.




viii) Pour up :=1Inn-|Incos 1| on développe

en x = 0 ce qui donne que

Inn e

donc la série converge.



iX) up:=(a— +)*", on écrit que

1\*  , 2a o 2
<a—n> =a —F+o(1/n)_a <1—an+o(1/n)>
ce qui donne:
Up = 2| n(1- 2 +o(1
n=exp(n{2lnjal+In —a—n+o(/n)
= |a*" exp (—2/a + o(1))
et donc on a l'équivalence:

Up ~ exp(—2/a)a®"




Puisqu’on a 'équivalence :

Up ~ exp(—2/a)a*"

On a donc deux possibilités :

> soit |a] <1,

> up converge ‘

> <ot o2 [ dverge




EX9

X) Up :=In(7%) — In(sin ;%) avec o > 0
» On développe sin(x) au voisinage de x = 0,

1

In(sin(1/n®)) = In (n“ ~ ne I O(n3“))

=In <n1a (1 - 6n12a + o(n‘m)>>

=In(1/n*) + In (1 - 6r:2a + 0(”_2"))

> au totalon a
Un =

~ e +o(n—%%)

aprées développement limité du In(1+ x) au vosinage de x = o.
Conclusion :

> si2a > 1la série converge,
» sinon si a < 1/2 la série diverge.

39 /39



	Séries à termes positifs (F TD 3)

