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COMPARAISON SERIES ET INTEGRALES
GENERALISEES (F TD 4)




EX 1

Enoncé :

Soit f :]0, +00[—]0, +-oc[ continue et décroissante.

1. Montrer que, pour tout n > 1,
n+1

o<f(n+1)< f(x)dx < f(n).

2. En déduire que: 0 < Y f(k) < /foof(x) dx <> f(p).

R>2 p>1

r+00
3. Montrer que Zf(k) et / f(x) dx sont de méme nature.
k>1 A
4. Donner des exemples.
5. Discuter suivant les valeurs de «, 3, la convergence de
lintégrale et de la série suivantes :

+o00 1 BaCY 1
/1 x(Inx)8 ax, Z n(Inn)8"

n=1

déterminer la suite (Sp)» des sommes partielles



1. On utilise le théoreme des valeurs intermédiaires pour
écrire :

n+1
dep e [n,n+1]; / f(s)ds = f(cn)

et comme f est décroissante et non-négative sur R*, on a
que

o <f(n+1)<f(cn) <f(n)
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2. En sommant pour n allant de 1a N on obtient que

N N nia N
o< fn+0) <> [ f(s)ds < S f(n) = Su

=7 /M

sur Uintervalle [1,N + 1] f est continue et donc
Riemann-intégrable, on a donc la relation de Chasles:

N rnta N+1
> f(s)ds = (s)ds = Iy
n=1+" i

On a donc la relation :

0 < Sytr—f(1) < Iy < Sy
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3. On a deux propriétés a démontrer :
3.1 On suppose que ffc f(s)ds est convergente :

0 < Sup <F() +in <f()+ [ Fls)ds < o0

donc Sy croissante majorée : elle converge.
3.2 Si Sy converge alors elle est majorée, donc il existe M t.q.

4. La série de terme général 1/n“ converge ssi a > 1:
f(x) :=x"%|est\, pour « > 0 et [ f converge ssi o > 1.

5. La série de Bertrand de terme 1/(n® In” n) converge ssi a > 1
oua =1etf >1:idemavec|f(x) :=x"*In"?(x) |




On consideére les deux séries ci-dessous.
1) Z;e’:?) 2k21+1
2) o G
Convergent-elles ? Convergent-elles absolument ?

on pourra ramener l'étude de ces séries a l'étude d’'intégrales
impropres que 'on explicitera.




)

1) Calcul direct : on utilise que

1 1

e ——— o —— = ]
R™ ok 17 2R2 m

pour k grand. Or >_ v, converge donc la série > up est

convergente.
Sinon on a la comparaison : (cf. Ex 1)

iu < R dx= " <o
LE = fy 2241 22
et comme on sait que l'intégrale est bornée la série est

convergente.
Elle est positive donc aussi absolument convergente.




)

2) La série de terme général a, = (—1)"/(2n + 1) est alternée,

en effet:
Un = (=1)"un|
ce qui est la Définition 3.2.25 du cours.
La série est absolument divergente : en effet la fonction

1
2X +1

f(x) =

est décroissante sur R*, on a donc d’'aprés l'Ex 1 que

N+1

N
> lunl > : f(x)dx = In (2N +1)

et le terme de droite tend vers +oco lorsque N croit



)

On écrit la somme partielle pour N pair :

N WL 1
SN = Z u” = Z -
— P th+1  2(2R+1)+1
N/2 N 5
=) = =S olUSy=)> Vv, Vgi= —
kz::o(4’?+1)(4’?+3) N2 N HZ:; "I (4n +1)(4h + 3)
Comme précédemment, on pose
2
)= ———
Jx) (4x +1)(Lx +3)
c’est une fonction positive, décroissante sur R™, on a donc
d’'apres Ex 1:
N1 .
Shas — Vo < / fodx < [ fOdx < +oo
o R

et donc Sy converge comme suite croissante et majorée.
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Enoncé

Soit f une fonction positive continue et décroissante sur [1, +-oo[

+o0
telle que / f(t) dt soit divergente. Pour n € N*, posons :
J1
n n
In = / f(tydt et Sp=> f(k).
! k=1

1. Montrer que la suite (Sp — In)n>1 décroit et est minorée.

P I
2. En déduire que lim - =1etdonc que I, ~ S, quand n
n—-+oo Sn
tend vers linfini.
3. Application : Donner des équivalents lorsque n tend vers

l'infini pour

n1 n 1 n 1
ZE’ ;k—a(o<a<1) et ;\/ﬁ

k=1
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1) Ona

"N+1
Shg1—Int1 —=Sn+Ih=f(n+1) — / f(x)dx <o
carona "
f(n+1) < / £(x)dx < £(n)

comme dans I'Ex 1. On a donc que S, — I, est décroissante.
Par ailleurs,

N N
> [ rooax < >t
n=17"N n=1
implique que
N+1 "N-+1
W+ [ fegdessy — o< [* fxdx<Sy—ty
N N

et donc: Sy — Iy suite décroissante minorée donc 3¢ > o t.q.
SN — IN —l




2) On aque
lim Iy = +oo
N—oo

car l'intégrale Iy est positive et divergente. Donc comme

In < Sn
d’aprés la derniére question, donc

Jim Sy = +oo

Comme, d'aprés question précédente, on a aussi 3¢ > o t.q.
Ve > 03N, ; YN >N, => |Sy—In—f] <e = |Sy—In| < e+l
on a aussi
INL; YN >N, = |¢/Sy| <e/2 et IN? >0; VN> N! = |Sy| >2
Donc pour tout N > max(N., N, N”)

‘ 1— IN/SN‘ < E/SNJré/Sn <e
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3. Application
31 f(x) :=1/x donne:

N dx Mg
= [ —=I(N) = Sy:=)» — ~In(N)
1 X n=1 1
3.2 Pour f(x) :=1/x*, avec a € (0,1), 0n a
Vdx  Ne -1
’N = — =
. X« 1—«o

3.3 Sif(x) :==1/V1+x2,

N
dx
Iy = = arcsinh(N) — 7 /2
" /1\/1+x2 resinh(N) =/

avec
arcsinh(x) = In(x + V1 + x?)

(méme calcul de primitive que pour arcsin).
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