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SERIES A TERMES QUELCONQUES




Enonceé

Etudier la nature des séries de terme général :
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EX 1

i) c'est une série géometrique :

z= 2 1z| = > <1
3+ V10

up =2",

la série est donc convergente et on a
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EX 1

i) c'est une série géometrique :

2 2
Z=— 7= —<1
3+1

V10

n
Un:Za

la série est donc convergente et on a

; .
. 340

= =2 =
1—2 141

ii) c’est une série alternée :
un = (—1)"|un|

de plus
1. la suite |uy| = 1/n> est décroissante
2. et de limite nulle

Thm 5 p. 137 du cours,

> up converge ‘




EX 1

iii) On considére la fonction

B 1 rion o sin(x) —1
Jo) = X + cos(x) — [ = (x + cos(x))? —
donc f est décroissante. De plus, pour tout x > 10n a
X>1> —cos(x) = f(x)>o.

Or up = (—1)"f(n), Def. 8 et Thm 5 p. 137 impliquent
’Zun converge ‘




EX 1

iii) On considére la fonction

B 1 rion o sin(x) —1
Jo) = X + cos(x) — [ = (x + cos(x))? —
donc f est décroissante. De plus, pour tout x > 10n a
X>1> —cos(x) = f(x)>o.

Or up = (—1)"f(n), Def. 8 et Thm 5 p. 137 impliquent
’Zun converge ‘

iv) Plusieurs cas de figure suivant la valeur de o :
> sia > 1convergence par comparaison (série a termes
positifs!).
» sinon si a € (0,1], a nouveau plusieurs cas de figure :




EX 1

iv) (suite) Plusieurs cas de figure suivant la valeur de o :
» sinon si a € (0,1], @ nouveau plusieurs cas de figure :
W soit & = kw avec k € Z alors
:
upn = —
n()

et alors par critére de Riemann :

B soit @ # kw avec k € Z, alors on réécrit (en utilisant que

cos?(8) = (cos(28) +1)/2)

Uy — cos(2n6) + 1 T cos(2n6)

2n« 2n«

etona par la Regle d’Abel, mais b, diverge.
Donc




EX 1

On détaille ici pourquoi la série Y a, converge :

cos(2n6 N 2i0)"
anZQZReCNOUCN::m
2n« 2n«

on a par ailleurs :

_ 1= exp(2i9)N*
Sy = (2i6)"
N Z exp(2I 1— exp(2i6)

donc on est dans les hypothéses du Thm 6 p. 139 (Régle d’Abel)
du cours:

’ > ap converge ‘




Enoncé

Montrer que la série de terme général :

(n+1)m
Up = / e *sinxdx, n>o,
n

™

est alternée, absolument convergente et calculer sa somme.




)

m La suite up est alternée ?
Sur[n 7w, (n+1)7]ona

(—1)"sin(x) = |sin(x)|

on a donc:

(n+1)m
iy = (—1)”/ e X|sinx| dx
n

e

mais on a aussi :

(n+1)m
/ e X |sinx| dx
n

™

(n+1)m
|un| = :/ e ™ |[sinx| dx
n

™

un = (—1)"|un|



)

m La suite |u,| est convergente ?
Ona

(n+1)m

lun| < / exp(—x)dx = exp(—nm) (1 — exp(—7)) < 2exp(—mn)
nm

et donc a partir d'un certain rang :

3(C,nc); Vn > nec = |up| <Cn~?

et donc la série est absolument convergente.
m Calculer sa somme : on pose

(n+1)7
Vp = / exp(—x) exp(ix)dx, n > o,
n

™

la somme partielle

N
SN:ZVHZ/
n=o0

N+1)7 (N+1)7

exp((—1+ i)x)}

exp((—1+i)x)dx = { N

(
o

8]

o



)

m Calculer sa somme (suite)
On a donc

1 —140)(N +1 1
Lep((DNE)) o 1
1—1i —1+ 1—1

N
> Uy =Im(Sy)
n=0
on a que
i 1
l Up=ImS=Im— = —




EX3

Enoncé

_1)n _1)n
(=1) etr, = (=1) .
n 2n +1
1. Calculer 2(lan44 + lan—1), pour tout n € N*. En déduire les
sommes partielles de la série de terme général uy,.

2. Montrer que la série de terme général u, est convergente.
Calculer sa somme et en donner une valeur approchée a
10" pres.

3. En s'inspirant de la méthode précédente, montrer que

Zr,,:%

n>o

Soit I, = /4 tan"x dx, up =
(0]



EX3

1. On pose

1 dy
— 9 I I _ -9 2n-+1 2n—1
In (lan1+1an—1) /o (y Ty ) 11y

ou l'on a posé :

1
o [Ny
(0]

dy
Yy :=tanX < X = arctan(y) = Ty = dx
on a donc
y2n 1 1
i [2”] “hn
(0]




EX3

1. (suite)
Par exemple, si n est impair, on a

1

2(lan 41 + l2n—1) S =
1

—2(bn-1+hn3) = -

1

—2(Is + 13) =

2(l3 + 1h) =9

aprés addition de toutes les lignes on a

n

Spi=— Z (7,:‘:)” = 2(I + lon+1)

p=1

idem pour n pair :




EX3

2. Par le changement de variable précédent on a

/b4
I,,_/ tan " dx_/y1+y2
" n+1 1
<
< ['yay< [E2] - oo

lorsque n tend vers l'infini.
Donc

n—o0

/b
lim Sp = -2l = —2/ tan (x)dx
0

- /4 _ sin(x) - /h_
—2 /O ey = 2lIncos(ls = ~In(2)



EX3

2. > up est une série alternée. D'aprés le Thm 5 du cours on a

oo
1 _
RN = Z Up, ’RN|S‘UN+1‘:N7—|—1<1O !
n=N-+1

donc la CN est N > 9 implique que

= ~ —0.645634920634920
n 2520 456349206349207

i (—1)" 1627

n=1

et

—In(2) = —0.6931471805599453




EX3

3. De la méme maniére,

1 S y2n—1 1 1
o[22 -
e 2n—1|, 2n—1

On a donc avec la méme méthode :
NCD

> 1 D (1P (l2p + Lap—2)

p=1 p=1

le terme de droite est une série téléscopique, on a donc:

1
Sn — - = Io - (—1)nI2n
2+

et donc

/4
S:Io:/ dx = /4
(0]




Enoncé

Etudier la nature des séries de terme général :

i)S%QT;, ﬁ)exp((;?n>(a:>OL

mwn0+ “”n>,iwgn02?)(a>m.

/N2 + 2




EX 4

i) série alternée :
> Up = (=1)"|un|
> f(x) =1/v/Xx+ 7 est une fonction décroissante et

|un| = f(n)

» limy_ oo f(X) = 0, et donc limy_;o |Un| = O,

Par le thm 5 p.137 du cours




EX 4

i) série alternée :
> Up = (=1)"|un|
> f(x) =1/v/Xx+ 7 est une fonction décroissante et

|un| = f(n)

» limy_ oo f(X) = 0, et donc limy_;o |Un| = O,

Par le thm 5 p.137 du cours

ii) u, ne tend pas vers zero quand n tend vers l'infini :

par Lemme 2 p. 125 du cours.




EX 4

i) série alternée :
> Up = (=1)"|un|
> f(x) =1/v/Xx+ 7 est une fonction décroissante et

|un| = f(n)

» limy_ oo f(X) = 0, et donc limy_;o |Un| = O,

Par le thm 5 p.137 du cours

ii) u, ne tend pas vers zero quand n tend vers l'infini :

par Lemme 2 p. 125 du cours.
iii) On développe au voisinage de zero :
In(1+ x) = x — x2/2(1 + ¢(x)), ce qui donne que

(=" 1

— —2/3y) _.
(n2+2)1/3  2(n2 + 2)2/3(1 +e(n%)) =: Vo + wn

Up =

ona

> v, alternée et satisfaisant les critéres de Thm 5 p. 137
» w, absolument convergente (car w, ~ n—4/3)

> up converge




EX 4

iv) D'aprés l'énoncé

wimsin () = Copsn(2)

car sin est une fonction impaire. Pour tout n > 1

sin <n1a> € (0,sin(1))

sin <n10>' = (=1)"|un-

on a donc bien:

up = (—1)"

C'est une suite alternée.



iv) (suite) si

alors comme a > 0, on a

1

XG
f est donc décroissante. Et comme
|un| = f(n)

la suite |up| est décroissante. Sa limite quand n tend vers
Uinfini est o.
Par le Thm 5 p. 137

’Z un converge




EX5

Enoncé

On consideére la série de terme général

Uy, = (=) n>1
n — \/ﬁ+ (_1)n\l/ﬁ’ E
est
i) montrer que la série est alternée
ii) montrer en outre que

n—-+o0

iii) montrer que pourtant elle n’est pas convergente.




EX5

i) La suite est-elle alternée ?

Pour n > 1
n'/2 > n'/4

donc
n1/2 + (_1)nn1/4 >0

on a donc que

1
= (_1)n|un|7

—(_q\n _
up = (—1) n/2 4 (—1)nn1/4

ii) Limite quand n tend vers linfini ?
|un| -~ n—1/2

donC Iimn*)+oo Un = (6]

Yn > 1



EX5

iii) série divergente ? On voit de maniére évidente que

()"

7
n2

u”N

on fait la différence :

— = (—=1)" ! o l
Upn—Vp = (—1) {n1/2+(_1)"n1/4 n;}
n1/4 1

Ni=

_ = _(n1/2 + (_1)nn1/4)n1/4

(nV/2 + (=1)"n"/4)n




iii) (suite) Donc on a finalement,

avec

~

ou
> > v, série alternée et convergente,

> > w, série cvg (somme alternée cvg et abs cvg),

— 3" n~3/4div

> mais
Donc

> up diverge

m Critére nécessaire pour le Thm 5 p. 137:
|un| doit étre décroissante !



Enonceé

(=1)"n°

o

On consideére la série de terme général u, =
a>0.

1. Pour quelles valeurs de « la série est-elle absolument
convergente ?

2. Pour quelles valeurs de « la série est-elle convergente ?
3. Donnez un équivalent de u, . Que remarquez-vous ?




EX 6

1) Onaque

et > n—“ est absolument convergente pour o > 1.




EX 6

1) Ona que
1
|Un‘ Nnia

et > n—“ est absolument convergente pour o > 1.
2) Comme dans l'exercice précédent, on pose

et on écrit :

= (—1)" {nza — (n** + (_1)n)} 1

(7o + (—)mne [~ (n2e + (—)mpa "




EX 6

2) Pourn > 1, n**+(—1)" > o et donc wj, suite a termes positifs

(—=1)" 1

Up=Vp— Wp, Vp:i= Wy =
n n n, n na 9 n (n2a+(_1)n)na

avec

> v, série alternée convergente pour tout o > 0
> > w, divergente pour o < 1/3 et convergente sinon.

Donc
> Pour o € (0,1/3]

» tandis quea € (1/3,1]
’E up converge. ‘




EX 6

3) Conclusion:
D’aprés la question précédente on voit aussi que

Un ~ Vp

» Or pour les séries a termes positifs, on a que si
Up ~ Vp

alors " up et > v, sont de méme nature.
> Tandis que pour les séries a termes quelconques ceci est
faux:

W=

> un diverge pour a <

alors que

1 n
> v = Z ) ~——._converge pour « > O,




Soit up = sin (7(2 + v/3)") et v, =sin (7(2 — v/3)") .
1. Montrer que la série Y v, est convergente.
2. Montrer que (2 + v/3)" + (2 — /3)" est un entier pair.
3. Comparer uy et v, et en déduire que > uj, est convergente.




EX7

1. Onaque2 > ./3etque

= < =
2++/3 2++43 2

car2 ++/3 > 2. Donc g € (0,1/2). De plus

Y S CEte) (R IR

0 <sin(nrq") < 7q", Vn>1

on a donc puisque v, = sin(7q"),

n_ 1 B - ™q
ongnngq —7r<1_q 1>—(1_q)<oo

n>1 n>1

donc > v, cvg.



p=0
n
= <n> 2P/3"P(1 4 (—1)"P) = ( )2”p\@p(
p=o \P p=0
3] 3]
:22 on2k3k o M) yn—2ksk
2k o £ \2k
=0

et on voit que s, est un multiple de 2 et donc pair.

1+ (=1)P)
eN



3. On utilise la question précédente pour écrire :

Up = Sin(27r(.dn — 7T(2 — \/§)n)
= sin(27wp) cos(mq") — cos(2mwn)Vy = —Vp

Comme Y v, converge d’apres la question 1),

’E up converge. ‘




Enoncé

Déterminer la nature de la série de terme général

Up = sin (W\/nz +2n + 2).




Ex 8

On note :

In:=vn+2n4+2=+/(n+12+1=(n+1) 1+(n+1)2

etonadonc:

In:(n+1){1+

200 T 1 +0((n+ 1)‘*)}

+0((n+1)73)

1
=0+

et donc

sin(ly) = sin (w ((n +1) +

1

R 1)_3)>>
+0((n+1)7))

= cos(m(n + 1)) sin <2(n1—i—1)

= (-~




On a donc a nouveau :

Up =Vn+ Wpn, Vp:= m Wp = (_r)1)n (1 +5(n_1))

avec
m ) v, série alternée et convergente,
m > wy, absolument convergente.
Donc

’ > up converge. ‘




Enoncé

Déterminer la nature de la série de terme général

> n
Up :=cos | mn“In | ——
n—1




EX9

On réécrit u, comme :

ur = s (= (252)) = on (o (52
— s (w1 2))

la fonction cos étant paire. On utilise ensuite le développement
limité :

In(1—X) = —Xx —x*/2 — x3/3 — x*/4(1 + £(x))

pour écrire que :

un=cos (x(n+ 24 b L))

2  3n 4n?



On développe ensuite le cosinus de la somme :

3n ' 4n?

fm(ﬂn+;)m(w+—wm+dm1

Up = cos (ﬂ'(n + %)) cos ( =4 L(1 + s(nq)))
n )

42

3n  4n?
=—(=1)"sin (31”—0—%( ( 71))>
=( 1)”“{31”+%( +e(n 1))} = Uip L

avec

m ) v, série alternée et convergente,
B ) w, série absolument convergente.

Donc



Enonce

Soit a € R. Etudier la nature des séries de terme général :
ud :=v/n3+an—+/n?2+3,

et

n + a?
ve .

;
g:H_n(nJrz)'




EX 10

1. On pose

f(x):=v1+ax—v1+3x
et on fait le développement limité de f au voisinage de zéro :

f) = 22— 8“27; 81 (14 2(x))

ce qui donne que

up = nf(1/n*) =n <(2a6_ 9);2 _ (8027; 81);4(1 + E(n—z))>
~(2a-9)1  (8a®> —81) 1 72
-~ 6 n 712 @ e,

Donc on a deux possibilités :

> soita =9/2 etalors Y u, est absolument convergente,
> sinon sia # 9/2 la série Y up diverge.



EX 10

2. De la méme maniére on a

In (” ”2) —In <1+"2/”) —In(1+ @2/n) — In(1 + 2/n)

n-+2 14+2/n

et on pose a nouveau :

g(x) = In(1+a°x) — In(1+2x) = (a®> —2)x — 5

etona

f)=x-g(x)=(3-a*)x+

et u, = f(1/n) et on a la dichotomie :

» soit a = +./3 et on a absolue convergence,
> soit a # =./3 et la série diverge.

@ =824 o0y



EX 11

Enonce
Etudier la nature de la série de terme général

—1)"In%n
usa ::( )" In
nS

ous>oetqgeN*.




EX 11

1. La série est alternée :

In9n
g = (1) = (=)
2. Sion pose
In9(x
f(x) = nx( ) avec s>0, gqeN*

alors:
gIn9~" In9(x In9="(x
f/( )= Xs+1( ) - Xs—(H) - X5+E ) (@ —sin(x))
Pour x tel que g/s < In(x) i.e. x € (exp(q/s), ), f'(x) < 0, la
fonction est donc décroissante. Par ailleurs on a

lim f(x) =0

X—00
car la puissance I'emporte toujours sur le In. Comme
luy? = f(n), 3 uy? est semi-convergente.




Enoncé

Etudier la nature de la série de terme général :

o1 (=" +isind
’)7_’ ”)w’
n—+1 n
einG
iii) p (0 € [0, 27]).




EX 12

i) Comme

1 n—i n o1
Up = - = = =
n+1 n2+41 nz 41 nz 41

la partie réelle diverge puisque Reu, ~ 1/n.
ii) la partie réelle donne une série alternée convergente.

donne une série convergente. Donc la série est convergente
dans C.



EX 12

iii) Plusieurs cas de figure :
» si @ = o la série est divergente (évident),
> si ) = 7 la série est alternée et convergente,
» sif e (0,2m)\ {n} on applique le critere d’Abel :

on pose
a, := exp(inf)
on a alors
N 1 — exp(iO(N + 1))
Z In=—3= exp(if)
n>o

qui est une série bornée. Par ailleurs, b, := 1/n est une suite
décroissante positive de limite nulle.
Conclusion du Thm 6 p. 139,

’Z anpby, converge. ‘




Enonceé

La série de terme général

(-1

Up :

" Jn+eéfinn’

ol 0 est un paramétre réel, est-elle
m absolument convergente ?
m convergente ?




On factorise (—1)"/+/n et on obtient :

(=1)" 1
\/ﬁ 14 exp(if) Inn

vn
_ (:/15)” (1 - eXP(\i/G%Inn o <|n;n>>

m pour le module:

On a donc

1
Un| ~ —=

Vvn
et donc la série est absolument divergente

| Z un converge comme somme de

> deux séries alternées convergentes
> et une série absolument convergente.



Enoncé

Etudier la nature de la série de terme général

(n+1)7 gin x
Up = dx
- XIn X




On calcule les sommes partielles :

N (N+1)m sin(X) (NADT oy (]
_ _ _ p(ix)
Sn ._nZ:;u,,_/7r XInXdX_Im/,r A In X dx

d’aprés la regle d’Abel pour les intégrales :

g(x) = exp(ix),  F(x) :

/ab g(x)dx

et on a aussi que f positive, décroissante avec limite nulle en
X = +o0o, donc

:
~ XxlInx

on a que

<M, ¥(a,b) e Rt x RT

/wguﬁuwx
converge.



D’aprés Exercice 2 (FTD5), on a

(n+1)7 | o (n4+0)m—0 | o
|Un|=/ ]smx]dx>/ de
n n

- XInx 0 XInX
(n+1)m—6 1
> min | sin(x)
xe(nm+0,(n+1)w—0) nm+0 XInx

Sur lintervalle (n7 + 6, (n + 1)7 — 6),
|sin(x)| > |sin(#)| > 6 >0
et

1T 1
xlnx = (n+1) win((n + 1)m)

= Vn
On a donc
|un| > d(m — 20)vy

et > v, diverge



	Séries à termes quelconques

