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SERIES ENTIERES




Enoncé

1. Soit z, # 0 tel que la suite (anzg), soit bornée. Montrer que
la série > apz" converge absolument pour tout z vérifiant
12| <|zo].

2. Que peut-on dire du rayon de convergence de la série entiére
> anz" ou la suite (ap)n verifie |an| < 2006 pour tout n ?

3. Que peut-on dire du rayon de convergence de la série
>~ anz" ou la série >°(—1)"a, converge ?




1. Si la suite |apz]| est bornée on pose :

3C>0; |anzl| <C VneN

et on écrit :

N
Svi= Y lan2"| <> |anzg)|

n=ne n

n

V4
Zo

zn
2 <€

le terme de droite est une série géométrique convergente si

2] < |zo]-




EX 1

2. Si |ap| est bornée, alors pour tout |z,| < 1 la suite |a,z]| est
bornée, on a donc, par la question précédente, que

Vz ;

7Zl<1 = Zanz” cvg
n

la séerie a,z" converge.
n




EX 1

2. Si |ap| est bornée, alors pour tout |z,| < 1 la suite |a,z]| est
bornée, on a donc, par la question précédente, que

Vz ;

7Zl<1 = Zanz” cvg
n

la série Y ", a,z" converge.
3. Par ce qui précéde, on peut déja dire que

Vz :

2l <1 = > an?" cvg
n
la série Y, anz" converge. De plus si z = —1, la série
converge aussi donc on a que
Bo(0,1)U{-1} C D

dans le plan complexe.




Enoncé

On se donne une suite (an)n
m réelle
m positive
m décroissante
m de limite o
telle que

’ la série Y ap diverge.

Déterminer le rayon de convergence de la série entiére > apz".



)

i) Dans un premier temps les résultats précédents montrent
que: a, est bornée

i€>0;0<a,<C

donc Vz t.g. |z| < 1 la série est convergente.




)

i) Dans un premier temps les résultats précédents montrent
que: a, est bornée

i€>0;0<a,<C

donc Vz t.g. |z| < 1 la série est convergente.
ii) On a par contre que pour tout z tel que |z| = 1 que

Z|anz”| - Zan = +0
n n

la série est donc absolument divergente sur le cercle unité
dans C.




)

iii) On remarque cependant que

> an(—1)" converge
n

car on est dans les hypothéses du Thm 5 sur les séries
alternées, Mais on est aussi dans les hypothéses du Thm 6
(Abel),

VzeC; |z =1, z2#1, = < 400

N
g
n=o0

plus les hypothéses sur (an), impliquent que > apz"
converge. Donc le domaine de convergence D contient a
nouveau

donc .
6

Br(0,1) \ {1}.



Déterminer les rayons de convergence des séries entiéres

suivantes :
N1+ +X—2+X—3+ Xy

2 43 8 2"

X X X!
2)X—2—2+3—2—E+ (NS
3) 3+ 3%+ 3% + -+ 37X
A e 100X N 1oooox2 N 1000000x3

13 1235 Vogoyey

X x? 54"

5)

— X+ ———+
141 2442 n++n
2k 3k nl?
6) X+ =X+ o+ X"
2! 3! n!

7) x+2—!x2+3—!x3+-~~+n—,!|x”+---
G,y

8)X+4|X - 34 +(2n)|x”+~--

9) S (2X) I G (2X) +( 1)n+1%+,”

10) 1+x+ (2x)2 (3x)3 +(nx)”+

x3 X"
11)1+ +—+—+ oF = ohoo

3 n




EX3

1) On a la somme partielle : (si x # 2)

N X\ N 1_ (K)N-H
S — Y = 2
=26 -5
qui converge si
3l <

Donc le rayon de convergence est 2 comme le montre aussi
le critére de Cauchy :

1

R =limsup |27 "|n = -
n—oo

En outre

> six =2 laseérie tend vers l'infini
» six = —2 elle n'a pas de limite.



2) Siap, = (—1)"n=2 alors le critére de D’Alembert donne :
n2

=11
n—oo (n —+ 1)2
Le rayon de convergence R = 1.

An+1
an

lim
n—oo




2) Siap, = (—1)"n=2 alors le critére de D’Alembert donne :

: n?

= e !
Le rayon de convergence R = 1.

3) On considére le critére de Cauchy:

an-q
an

[
lim |ap|" = lim 3" = 400
n—oo n—oo

et doncR = o.




2) Siap, = (—1)"n=2 alors le critére de D’Alembert donne :

: n?

= e !
Le rayon de convergence R = 1.

3) On considére le critére de Cauchy:

an-q
an

[
lim |ap|" = lim 3" = 400
n—oo n—oo

et doncR = o.

4) Onaque
102"

an = =N A

Mp—o(2p +1)
et donc:

Aniq 10? _

= = | =0
ql’l an N +3a n'_}”;() Qn

le rayon R = +oc.




5) Siap :=1/(n++/n) alors,

n-++/n

[im

On a donc que
R=1

=1
n—oo |(N+1)++/Nn+1



EX3

6) Sia, :=nk/n! alors

kR kR
n-+1 n! 1 1
:Iim( +1) :Iim(’l+)

an nk (n+1)!

Le rayon de convergence est donc infini [R = +oo|

an4q
m +




EX3

6) Sia, :=nk/n! alors

R
Cm @ (1 1) L

an nk (n+1 (n+1)

Le rayon de convergence est donc infini .

7) Sia, := n!/n™ alors on écrit le rapport

. an+tq
lim +

anq
an

— exp (—n(In(n + 1) — Inn)) = exp <—” In <1 i r11>>

men (0 (3o (r+<(2))))

Et on a donc limp_o Gn = exp(—1) ce qui donne que
R = exp(1) |

Gn = =(+1)exp(—(n+1)In(n+1)+nlinn)




EX3

8) On pose a, = (n!)?/(2n)! et on calcule le rapport

_ Qngq _ ((n4+ 1)1 (2n)! (n+1)?

ap (n)?2  (2n+1)! 2n 41

on a limy_. Gn = +oo ce qui donne que [R = o].

Qn




EX3

8) On pose a, = (n!)?/(2n)! et on calcule le rapport

_ G ((n+1)1)*  (2n)! (n+1)?

W= "ay 2 (@t 2nt1

on a limp_, gn = +00 ce qui donne que|R = o].

9) On pose a, = 2"/n et on calcule le rapport

_ Gpyq 2" n 2n

n = a, 2" n+1 n+1

onalimp_s gn = 2 ce qui donne que |R =

1
S




EX3

8) On pose a, = (n!)?/(2n)! et on calcule le rapport

_ Gpa ((n+1)1)? (2n)! (n+1)?
=g, = 2 (nti)l  2nia

on a limp_, gn = +00 ce qui donne que|R = o].

9) On pose a, = 2"/n et on calcule le rapport

_ Gpyq 2" n 2n

n = a, 2" n+1 n+1

. . 1
on alimp_ o gn = 2 ce qui donne que |R = S

10) On pose a, = n" et on calcule le rapport

(n+1)
gn = 1 % — (n+ 1) exp(nIn(1 4+ 1/n)))
n

= (n+1)exp(1—1/n(1+¢(1/n)))

on alimy_, Gn = +o0 ce qui donne que .




11) si a, := 1/n, on calcule le rapport g

Gnyqr N
an n+1

dn =

donc

R =1

— 1



Enonceé

Déterminer les rayons de convergence des séries entiéres > a,z"
ou:
1. A, = cosn.

2. a, est la n'®me décimale aprés la virgule dans le
développement décimal de /2.




EX 4

1. La suite cos(n) est bornée, d'aprés Ex 1:

VzeC; |zl <1, ) apz"converge.
n

Question : peut-on dire qqchose de plus ?
On suppose dans un premier temps que la

;
vk >03(Pr. qr) i 2Pk — Gkl <

soit vraie.




EX 4

On pose
ap,, = cos(Pk).

Si on prend z tel que
|z| =1
on a alors que

R—o00

par continuité du cosinus

Ve > 03Ro ; VR > Ry = |cos(2mqy) — an| < &

et donc la série >, anz" diverge si |z| = 1.



EX 4

Reste a montrer la proposition :
m On pose f(x) = x — |x] la partie décimale de x.
m On vérifie aiséement que
Vx € R, f(x) € [0,1)

m On considére la suite (f(27€))scqo,...n} COMposee (n + 1)
élements.

m |ls se répartissent dans n tiroirs, [r/n, (r 4+1)/N)rcto,...n—1}-

m Par la régle des tiroirs, il existe donc r et deux entiers (j, R)
t.go<kR<j<n,et

T < f(om), flamh) < T




m On adonc

f(2mj) — f(27k)| = |2 (j — k) — ([27j] — [27R]) |
Pn Qn

cqfd.

<

S|=




EX 4

2. La suite a, des n-émes décimales de /2 est bornée par 10,

VzeC;

z| <1, ) apz"converge.
n

Comme /2 est irrationnel, ona queVn € N, a, € N, et

n—o0

(sinon contradiction puisqu’a partir d’'un certain rang a,
serait nul) et donc pour tout z de module 1, la suite

n—o0
et donc la série est divergente. Donc

D =By(0,1) c C




Enoncé

Etudier le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :
1. > n"x"

2. 3 (55) "



EX5

1. On a d’apres le critére du Théoréme 1 p. 148 (Critére de
Cauchy series entiéres)

. i 1
R™":=limsup|an|n = limsup(n™)n = limsupn = I|m n = +oo
n—o0 n—oo n—o00

Donc le rayon de convergence est nul.
2. De la méme maniére : si

anp = 4 ’
n-— 3n+2 b

n . 1
R := ||msup\0n|n = limsup ) = lim =
n—o0 n—oo \ 3N+ 2 n—oo3n—+2 3

alors

Et donc le rayon de convergence vaut 3.




On peut se demander ce qu’il advient du cas |z| = 3, dans ce cas:

p n \" . 3n \" 3n
up :=|ap2"| = |zZ"=(—=) =exp(nln
3n+2 3n+2 3n+2
= exp (nln <3n +2)> = exp <n In (’I + 2>>
3n 3n

etl'onaque

lim un = exp(2/3) # 0

Donc la série diverge pour tout z de module 3.



Enoncé

Soit les séries numérique et entiére :

(n*—1)
(3 +2)

S:=> an, T(X):=> anx", a,:=(-1)"

n>o n>o

1. La série numeérique S est-elle convergente ?

2. S est-elle absolument convergente ?

3. Quel est le rayon de convergence de la série entiere T ?
4. Préciser D, le domaine de convergence.




1. La série S est alternée :

an = (=1)"as], [an| =

avec |ap| suite décroissante de limite nulle a Uinfini.

Par le Théoréme 5. p. 137 du cours, on a que .

2. La série est absolument divergente :

ap| = n?—1 1
T 342 n
et par le Corollaire 1 p. 133 du cours | > |ay| diverge |

n®—1
n3 +2




EX 6

3. Le terme général est une fraction rationnelle en n,

P 2
ya,,yzoi';)), P, Q polynomes
alors
o g |Gna| . [P(n+1) Q(n)
RO=lim an _nll—>n;o' P(n) Q(n—+1)
_ i |[P(RE) Q(n)
s |5y . [ £ =

Donc R =1 ce qui veut dire que Vz ; |z] <1

la série T(z) converge.




EX 6

4. On applique le critére d’Abel :
» Si—z +# 1, pour tout zde module 1, on a

EN:(_Z)” _1- (—z)N+

1+2

B C'est une série bornée (la somme partielle oscille entre
plusieurs valeurs),
W par ailleurs, b, := |a,| est décroissante de limite nulle

donc par le Théoreme 6 p. 139 du cours, | T(z) converge

> Siz = —1lasérie est a terme positifs et a, ~ 1/n qui diverge.
Finalement’ T(z) converge ‘ dans

D := Bs(0,1) \ {—1}
(ou Bf(0, 1) est la boule unité fermée dans C).




Enonceé

Trouver le rayon de convergence R et vérifier s'il y a convergence
aux extrémités de l'intervalle de convergence dans le cas ou R

est fini.

X2n+1

(x+3)" x"
1‘Z(n+1)2”’ 2‘Z:2n2—n’ 3'Z2n+1'




1. On considére d'abord,

S(z) = Z (’111)2”

c'est une série entiére et on a que R = 1 et on a aussi d'apres
Abel (Thm 6 p. 139)

Vz; |z| =1, z#1,5(2) converge
On a donc que le domaine de convergence D s'écrit :
D = Br(0,1)\ {1}
On remarque alors que

_ (z+3)"  (z+3
R(z)_z(n+1)2" =3(
On a alors que R(z) converge ssi

? €D [zeB(—3,2)\ (-1}




2. D’apres Ex 6, R = 1, de plus pour toutztq |z = 1,0n a

zn
2n?2 —n

2.

n

1
Sz:2n2—n<oo

n

donc la série est absolument convergente et on a donc

D =Bf(0,1) € C




EX7

3. On considére la série

0=

et on a d'aprés ce qui précede :
Ds = Bf(0,1) \ {1}

On a ensuite que
zzn+1

T(z) := z5(2%)

2n+1
donc T(z) converge si

7> € Ds & |z € Bf(0,1) \ {—1,1}

En effet si z=r,exp(if;) on a
(rgv 292) S [07 1] XR\{(17 2k7T)k€Z} ~ (rb 92) € [07 1] XR\{(17 kﬂ-)kEZ}



Enoncé

Considérons la série entiére T(x) := > a,2"x" oil
n>o

(e )
ap = sin — 7.
n—+1

1. Quel-est le rayon de convergence R de cette série ?

2. Cette série est-elle absolument convergente,
semi-convergente ou divergente en x = —R (resp. x =R) ?




Ex 8

1. On détaille a,

orin(x (n+71-)

= sin(nr) cos <n77+1> + cos(nm) sin (n 1>

-cr{im+ (7))

Si on applique le critére de d’Alembert, on a

I S

=

R =i 2™ | apgq =2 (_1)nn%+0(1/n3) =
n—oco 2N an (_1)nni+1 + 0(1/n3)




Ex 8

2. On suppose que |x| = 1/2 on a alors d’aprés le précédent
développement :

T(x):zn:{ni1 + <n11>3<1+5<n11>>}(—2x)n

=: Ts(X) + Ta(X)
T =)~ 1 (-2,

n

w3 (5 (o (5) o

ou la deuxiéme série T4(x) est absolument convergente si
x| =1/2.




Ex 8

Reste a considérer Tg(x) : en appliquant le critére d’Abel, on a

N

> (—2x)"

n=0

VxeC; x| =1/2, (—2X) #1 = < oo, YN eN

la suite b, = 7/(n + 1) est positive, décroissante de limite nulle.

Donc par le Thm 6 p. 139

’Vx eC; x| =1/2, (—2x) #1, Ts(x) converge‘

Sinon si x = —1/2 la série diverge. En conclusion

Dri= 8 (0.5 )\ (-1/2)



Enonceé

On considere la série S(x) :=x+2x> +3x3 +--- +nx" + - - -,
1. Quel est le rayon de convergence de S ?
2. Calculer sa somme.




EX9

1. S s’écrit sous la forme générale :

Sx)=>_anx", a,=n

la suite ay, est polynomiale en n et donc R = 1.
2. On réécrit S comme une dérivée en remarquant que :

S(x) = xi nx""' =x (ix”) =: XT'(x), T(x) := ix”

donc




EX 10

Enonce

n—+2

1. Soit up(x) = py x". Déterminer le rayon de convergence R,

et calculer la somme S;(x Z Un(x
n>2
. n+2 L
2. Soit vy(x) = NH2_yni1 paterminer le rayon de
(n+1)!
convergence R, et calculer la somme S,(x Z Vi (X
n>2
. n+2 R
3. Soit wy(x) = n +1) x"~"'. Déterminer le rayon de
convergence R; et calculer la somme S3(x) = Y~ wy(x

n>2
4. Comparer les differentes formes obtenues.




EX 10

. n+2
1. Siup(x) = ;; x",ona

a n n!
R":= lim ' = i =
n—oo dp n+2((n+1)!
Le rayon est donc inﬁni On transforme ensuite la série S1 en

22 ) 2 (exp(x) +Z CED)

=2 (exp(x) —1—X) + x(exp(x) — 1)

2. Méme calcul de rayon de convergence qu’'en 1. :
B n+2 . ~~n+1, x" x"
Sz(x)_z(n+1)!x =D~ _Z{(n—1)!+m

nzz n>3 n>3

X" x?
= =9 =5 ) =9 =5 = —
> .+§jn, X(exp(x) = 1= X) + exp(x) .



EX 10

3. Méme rayon de convergence R = +oo,

i = 3 B -3 e S (X ok

n>2 n>1

—XZ—-+3Z .—Xexp ) + 3(exp(x) — 1)

4. Au vu des précédents résultats, on vérifie aisément que

Si(x) = S3(x),  S5(X) = Sa(x)
ce que l'on voit aussi sur les termes genéraux puisque :

Un(X) = Wn(X), Vn(x) = un(x)

39 /39



MERCI POUR VOTRE ATTENTION



	Séries entières
	Rayon de convergence
	Opérations sur les séries


