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Exercice 1

On considere les fonctionnelles

1 1
Jo(y) = /0 V14 (Y (2))?de, et J(y) = /O fy@)V1+ (y(x))*dz.
1. Calculer, pour tout y € H'([0,1]), et pour tous w,wy,ws € H([0,1]),
(Jo(y), w) et (Jg (y)wi, wa).

2. Démontrer que Jy est convexe sur H'([0,1]) et strictement convexe sur
HZ([0,1]). Est ce que J est a—convexe sur Hg ([0, 1])?

3. Soit ¢ une fonction de classe C'!. Déterminer I'inf de yy — Jo(y)—fol y(x)¢' (z)dx
sur H1([0,1]) puis sur HZ ([0, 1]). On trouvera % dans les deux cas.

4. Calculer (J'(y),w) et (J”(y)w,w). Est ce que f convexe suffit 2 conclure
sur la convexité de J?

5. Dans le cas ol f(y) = y?, démontrer que .J est a—convexe sur H' ([0, 1]) si
la matrice
9 2y(2)y'(x)
1+(y/(2))?
2y(2)y’ (x) y’

Iy (x)*  (1+(/(2))?)?
a ses valeurs propres supérieures a « pour tout .

Exercice 2

Quelle est la meilleure constante de Poincaré sur un disque centré en zero D(0, Ry)?
Pour répondre a cette question on propose de répondre a plusieurs sous-questions :



i) écrire I’énergie 2 minimiser sous la forme contrainte dans H} (D)
ii) écrire les équations de Lagrange associées
iii) écrire I’opérateur Laplacien en coordonnées cylindriques (p, 0)

iv) en faisant I’hypotheése que 1’on peut faire une séparation de variables u =
©(6)R(p) montrer que cela revient a résoudre des problemes spectraux découplés.

v) quelle est alors la constante optimale de Poincaré ?

vi) comment varie cette derniere quand Ry change de valeur ?

Exercice 3

On considere deux courbes Cr = {y = f(x)}, Cy = {y = g(x)} caractérisées
par deux fonctions f et g de classe C! sur I, un intervalle non nécessairement de
mesure finie. On cherche le minimum, si il existe, de la distance entre les deux
courbes.

1. Identifier la solution dans le cas ol les courbes se croisent.
2. Surun exemple, démontrer que si [ = R, il n’y a pas existence du minimum.

3. On suppose désormais I = [0, 1]. Déterminer, pour un point (z1, f(z1))
donné, le minimum de la distance de C; a ce point.

4. On se place enfin sur I x I x f(I) x g(I) pour résoudre ce probleme. On
introduit J(z1, 22, %1,%2) = (1 — 22)® + (y1 — y2)%. En utilisant deux
multiplicateurs de Lagrange A et i, prouver que si le minimum est atteint a
I’intérieur du pavé d’étude, alors les deux courbes ont méme normale et que
son équation est z — z1 + f'(z1)(y2 — 1) = 0.

5. Application a I = [~1,1], f(z) = 22, g(z) = 22% + 6 (on étudiera en
premier le cas 0 = % puis on discutera sur les valeurs de 6 et on étudiera
particuliement le cas 6 > %).



