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Exercice 0.1. Soit A une matrice a coefficients complexes A € M, 4(C). On veut main-
tenant minimiser la fonctionnelle

J(x) = %(Ax, X)

sous la contrainte K := {x € R? t. q. |x|] = 1}.
a) Quelles sont les directions admissibles au sens de Fréchet ?

b) Méme question au sens de Gateaux ?

¢) Conclure que satisfait le minimiseur de cette fonctionnelle 7

Exercice 0.2 (Lemme de Farkas). On veut montrer

Lemme 0.3. Soient a,ay,...,ay vecteurs de R"™ avec N # n. Les deux point suivants sont
equivalents

. N . . ..
i) Le vecteur a =) ;_, \ja; avec \; > 0 pour tout i. On dit que a est une combinaison
conique des vecteurs a;.

ii) Tout vecteur h satisfaisant (h,a;) > 0 pour tout ¢ satisfait aussi (h,a) > 0.

On se propose dans ce TD de démontrer ce lemme :

I) Sens direct
a) Montrer que le sens direct i) = ii) est trivial.
b) Montrer que pour a = 0 la réciproque du lemme est vérifiée.
On suppose maintenant que ii) est veérifiée.

IT) Méthode géométrique
On définit I1:= {h € R t. q. (a,h) = -1 } et A;:={h €1l t. q. (a;,h) > 0}.
a) En prenant deux vecteurs dans R? dessiner le cone, dessiner IT, A; et Ay. Que

peut on dire de N?_; A; ? Pour ceux qui sont bons en dessin recommencer en 3D
avec 3 (ou 4) vecteurs.



b) Montrer que N, A; = ()
¢) On choisit la plus petite des familles Ay, ..., A telle que I :=NE_ A; = () et telle
que Ny, ;;A; # 0 pour tout j € {1,...,k} On veut montrer que
1) a € Span{ay,...,ar} =: F, procéder par I'absurde : prendre f la projection
orthogonale sur E+. A partir de f construire un élément de I. Conclure
2) la famille {a;, ...,a;} est libre. C’est la partie la plus “dure” du TD : on
suppose le contraire et on pose A, .= A;NE
a) Montrer que N¥_ AL =)

b) En utilisant le théoreme de Helly : “ On considére X7, ..., X, une famille
de m ensembles convexes de R™ avec m > n + 1. On suppose que pour tout
choix de n + 1 convexes parmi les m X; ces ensembles se rencontrent. Alors
il existe un point qui appartient a tous les X;. Montrer que m?:l,i;ﬁjA; # ()
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d) A ce stade on a montré que a = Zf A;a; avec \; € R pour tout ¢. Par contradiction
on suppose que A\; < 0. On compléte la famille libre dans R™ pour en faire une
base. Soit &;(x) la i-éme coordonnée de x dans cette derniére base.

a) En utilisant le théoréme de Riesz montrer qu'il existe f tel que : & (z) =
(f,xz), VzeR",

b) montrer que I'on peut construire un vecteur h qui appartient a I'intersection
des Aq,..., A, d’ou la contradiction.

1=(13) =)

a) Appliquer la méthode de la relaxation pour calculer la solution du probléme

¢) conclure

Exercice 0.4. Soit

min J(x), J(x)= %(Ax, x) — (b, x)

x€R2

b) Que dire de la vitesse de convergence de cette méthode 7

¢) Quel pourrait étre le test d’arrét de la méthode ?



