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Exercice 0.1. Soit 2 un domaine Lipshitz et borné de R™. On considére le probléme de
minimisation suivant :

1
u = argmin, e g1 o) (w), J(w) = §/Q|Vw|2— < fyw >

ou f € H™1(Q), le crochet étant a prendre dans le sens de la dualité H~1(Q), H}(Q2). On
dénotera dans la suite les deux produits scalaires

(u,w) = /uwdm, [u,w]:/uw+Vu-dex
Q 0

respectivement dans L?(Q2) et H'(Q). A ces produits scalaires on associe les normes

lully = llull 2y = V(ww),lully = llull i q) = V/[u, ul

On se donne uy € Hy(€2). On propose 'algorithme suivant : pour tout n > 0 étant donné
un u" € H}(Q) on calcule u" ™ en suivant les trois étapes :

1) Direction de descente. Soit v I'unique solution du probléme
[0, w] = / Vu" - Vw dz— < f,w >, Yw € Hy(S)
Q

2) Pas optimal : on choisit p™ € R tel que
i = argmin,,cg@(i), G(p) = J(u" — pv")
3) Construction de l'itéré suivant :
u"tt ="+ "

On veut prouver la convergence de schéma vers le minimum de la fonctionnelle J.
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La fonctionnelle .J est elle a convexe ?
Montrer I'existence et 'unicité de v™, a quoi correspond v™ ?
Quelle équation permet de calculer explicitement p" ?
La fonctionnelle ¢ est elle a convexe ?
Montrer que
[0" T 0" =0, Vn>1

Montrer que
J(u") — J(ut) > %Hun _ un+1||

en précisant la norme (L? ou H').
Montrer que J(u™) converge

n+1

En déduire que u™ — u™"" tend vers zéro

Vérifier que

o2 < oo = o], V21
en déduire que

"Iy < o = o™ Y|, Vn>1
Montrer par 'absurde que u” est bornée dans H*
Montrer que

Jor =41, < Ol — w1, 21

En déduire que v, tend vers 0 quand n croit.
Etablir que

afu™ —ulf < "t —u), Yn>1

Conclure

Exercice 0.2. Soient A € Mat(n,n) symétrique définie positive, b € R™. On considére la
fonctionnelle :

J(x) = %(AX, x) — (b, x).

Soient aussi C' € Mat(m,n), telle que rank(C) = m < n, et d € R™. On introduit les

contraintes :
K={xeR"|Cx=d}.
1. Quelle est la nature de '’ensemble K ?
2. Montrer que J est coercitive.
3. Calculer J'.
4. Montrer que le minimum est donné par la solution de Ax = b + !C'p avec p un

vecteur dans R™.

Trouver la valeur de p. Conclure.



